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Newtonian Heating, Abel-type Integral Equations and Mittag-Leffler-Functions

The problem of heating a homogeneous half-space by radiation from outside across the plane
boundary is considered. Newtonian heating means that the heat flux across the boundary is
proportional to the difference of outside temperature and interior boundary temperature. The
outside temperature is assumed to be constant and positive, the initial inside temperature is zero
everywhere. The problem is one-dimensional in space. The temporal evolution of the inward
boundary temperature obeys an Abel integral equation of second kind for whose explicit solution
three methods are described (one by Laplace transform, the other two by infinite series defining
the Mittag-Leffler function of index 1/2). The explicit solution facilitates discussion of its
qualitative properties. Finally, the general Abel integral equation of second kind is treated by

Mittag-Leffler functions.

§ 1. Einleitung: Problemstellung und Motivation

Wir behandeln die Aufheizung eines Halbraumes,
der anfdnglich die Temperatur 0 hat und in den aus
dem komplementdren Halbraum, dessen Tempera-
tur Ortlich und zeitlich konstant und positiv ist,
Wirme gemidl Newtons Einstrahlungsgesetz hinein-
flieBt: WarmefluB3 durch die Wand nach innen pro-
portional zur Differenz zwischen AulBBentemperatur
und innerer Randtemperatur. Wir setzen den Halb-
raum als homogenen und isotropen Wirmeleiter
voraus und haben dann ein rdumlich eindimen-
sionales Problem: die Temperatur hdngt nur vom
Abstand x senkrecht zur Wand und von der Zeitt
ab. Man kann auch von Aufheizung eines Stabes
sprechen.

Bei geeigneter Skalierung ist die Temperatur
u(x,t) gleich der Dichte der Warmeenergie und die
AuBlentemperatur = 1. Wir haben dann zur Bestim-
mung der Temperatur u(x,7) fir x>0, t >0 die
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Anfangsrandwertaufgabe

U (x, 1) =u(x, 1) fir x > 0,r>0, (I.1)
u(x.0) =0 fir x > 0, (1.2)
—u(0,7) =c(l —u(0,1)) fir t>0. (1.3)

Hierbei ist ¢ eine positive Konstante und — u, (0, 7)
ist der Wirmefluf3 von auflen (x < 0) nach innen
(x> 0).

In § 2 transformieren wir dieses Problem auf eine
lineare Abelsche Integralgleichung zweiter Art, die
sich mit Hilfe einer speziellen Mittag-Leffler-Funk-
tion losen ldBt und die (innere) Randtemperatur
u(0,17) liefert. Diese kiirzen wir mit ¢(7) ab. Wir
haben dann sowohl die Raumtemperatur

p(t)=u(0,r1)
als auch den Randzufluf
v()y=—u(0,1)=c(l —0(1))

und konnen entweder mit der Losungsformel

X . s x?
v (s) exp(—T’~ Y)) ds

2o (=5 9

u(x, 1=
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1 i v(s)

des Dirichlet-Problems oder der Losungsformel
=

2
Fhi el atgle oo

des Neumann-Problems u(x,t) fir x>0, t >0 an-
geben. Man vergleiche Cannon [1] oder Duff und
Naylor [2].

Die Losung wu(x,r) ist in der Klasse der fir
x — oo nicht zu schnell wachsenden Funktionen ein-
deutig bestimmt. Genaueres findet man bei Cannon
[1], Beschrianktheit reicht gut hin.

In [3] diskutieren Mann und Wolf das Problem
{(1.1), (1.2), (1.3)} kurz. Sie geben die Randtempera-
tur u (0, t) als Potenzreihe in 1[1 an, die sie durch
Picard-Iteration als Losung der genannten Integral-
gleichung erhalten. Ihr Ziel ist jedoch die Ermitt-
lung von Eigenschaften der Funktion ¢(7) = u (0, 1)
unter Voraussetzung eines allgemeineren nicht-
linearen Einstrahlungsgesetzes

u(x,r)=

—u(0,7) =G (u(0,1))

anstelle unseres speziellen linearen (1.3), bei
welchem wir G (y) = c¢(1 — ») haben. Sie stellen an
G(y) die Forderungen, eine fir —oo <y < o
stetige streng monoton fallende Funktion mit
G (1) =0 zu sein (dies bedeutet, daB3 kein Wirme-
flul stattfindet, wenn die innere Randtemperatur
gleich der konstanten AuBentemperatur 1 ist). Man
beachte, dal3 speziell G () = ¢(1 —y) diesen Forde-
rungen gentigt. Unter einigen weiteren Voraus-
setzungen (die Glattheit der Funktion G betreffend)
beweisen sie mit erheblichem analytischen Aufwand,
dal3 die Losung ¢(t) fir t = 0 eindeutig existiert und
stetig ist, ferner streng monoton von ¢ (0) =0 gegen 1
wdchst, wenn t von 0 gegen oo lduft.

Wir wollen hier zeigen, wie man im linearen
Sonderfall {(1.1), (1.2), (1.3)} der Newtonschen Auf-
heizung aus der expliziten Gestalt der Losung ¢ (¢)
und durch direkte Betrachtung der linearen Abel-
schen Integralgleichung zweiter Art diese Eigen-
schaften einfacher bekommen kann.

Intuitiv erwartet man, daB die Randtemperatur
(1) =u(0,r) die genannten Eigenschaften hat.
Hierzu sei als Kommentar der Anfang des Aufsatzes
. Qualitatives iiber Wirmeausgleich** von Polya [4]
zitiert:

.Der Mathematiker, der an eine physikalische
Theorie herantritt, hat mehrere Aufgaben. Er soll
entscheiden, ob die sich aus der Theorie ergebenden
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mathematischen Probleme losbar und ob sie eindeutig
losbar sind. Diese Untersuchung ist wesentlich, um
den inneren Zusammenhalt der Theorie, ihre ,Uber-
einstimmung mit sich selbst® zu beurteilen. Er soll vor
allem bestimmte quantitative Folgerungen aus der
Theorie ziehen. Solche Folgerungen sind unerldBlich,
um die Ubereinstimmung der Theorie mit den Experi-
menten zu beurteilen. Er soll jedoch ferner, wenn er
nur vermag, auch allgemeine qualitative Folgerungen
aus der Theorie ziehen. Solche Folgerungen sind
niitzlich, um die Ubereinstimmung der Theorie mit
unseren allgemeinen Eindriicken von den Erscheinun-
gen, mit unseren sogenannten instinktiven Auf-

fassungen® zu beurteilen.

Spatere Autoren haben die Fragestellung von
Mann und Wolf weiter verallgemeinert. So wird in
[5] der Fall variabler Auflentemperatur, in [6] auch
der Fall (zeitlich) periodischer Auflentemperatur
untersucht, wihrend in [7] und [8] spezielle Ein-
strahlungsgesetze interessieren, in denen eine Potenz
der inneren Randtemperatur auftritt. Man ver-
gleiche hierzu auch Kapitel 6 von [9] und den
Bericht [10].

§ 2. Integralgleichung und explizite Losung

Aus der Losungsformel
1L ov(s) ( 52 ) q
== | =——==ogX SRiE——— S
Vzo Vies P\ 4@-3)

der Neumannschen Randwertaufgabe

u(x,r)=

2.1)

u(x,t) =ue(x,t) fir x>0,¢t>0,
u(x,0) =0 fir x>0,
—u,(0,1) =0v () fir >0,

bekommt man mit x =0 und (1.3) zur Bestimmung
von ¢(t)=u(0,1) die lineare Abelsche Integral-
gleichung zweiter Art

> / ;
WL L | BV 2.2)
Vn mo Jt—s

Wir konnen sie auf 3 verschiedene Weisen 10sen.
Die erste Methode benutzt die Technik der Laplace-
Transformation und wird in diesem Paragraphen
beschrieben. Die zweite und die dritte Methode
beruhen auf Picard-Iteration fur (2.2) bzw. fir eine
Testgleichung anstelle von (2.2) und anschlieBender
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Faltung von deren Losung mit der Inhomogenitit
von (2.2): diese beiden Methoden fithren auf
Mittag-Leffler-Funktionen und werden in § 4 darge-
stellt.

Zur Behandlung von (2.2) mittels Laplace-Trans-
formation verwenden wir die Tabelle des Kapitels 29
von [11]. Mit den Bezeichnungen

fx)=~{f@)} =§ e f(yde, <M {f(x)) =)

haben wir

sVt Vz

L T
2

_L} _J=
yelo e

und Anwendung des Operators ~ algebraisiert die
Integralgleichung (2.2) zu

5(x)=cx —% 7(x). (2.3)
Es folgt

T L (2.4)

s x o+’ ’

Weil Multiplikation mit 1/x im Bildbereich Integra-
tion im Originalbereich bedeutet, bekommt man

¢(1)=c§/‘1{ }(s)ds.

1
0 c+)x
Der Tabelle entnimmt man
1

mit der komplementdren Fehlerfunktion

-l

- % —cexp(c?r)erfe(c)r)
nt

2

erfc(2) = V | exp(—y?) dy. 2.5)
Tz

Ausfiihrung der Integration gibt

@ (1) =2—C, Vi —c* | exp(c? 1) erfe(c )7) de
0

jr fir 1=0. (2.6)

Wir haben eine explizite Darstellung der Liosung
gefunden, wenn auch in Gestalt nicht elementar
auswertbarer Integrale.

§ 3. Eigenschaften der Losung

Bei innerer Anfangstemperatur 0, konstanter
AuBentemperatur 1 und Newtonscher Einstrahlung
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erwarten wir, dal3 die innere Randtemperatur ¢(t) =
u(0,1) stetig und streng monoton von 0 gegen |
wdchst, wenn die Zeit t von 0 gegen oo lduft. Wir
wollen zeigen, daB das mathematische Modell
{(1.1), (1.2), (1.3)} diese Eigenschaften liefert.

Die Stetigkeit der Funktion ¢(7) fir t=0 ist
evident. Aus (2.6) folgt iibrigens

o(t) /Yt = 2c/)n fir t— 0+, (3.1

denn wegen erfc (0) = 1 istfir 0 =7 < 1
4
[ exp(c?s)erfc(c)s)ds~zt.
0

Fiir kleine 7 verhilt sich also ¢ (r) wie 2¢ m hat
also bei t =0 eine Steilstelle. Das ist angesichts des
abrupten Einsetzens der Einstrahlung nicht ver-
wunderlich. Speziell ist

9(0)=0. (3.2)

Zur Untersuchung der Wachstumseigenschaften
der Funktion ¢(z) substituieren wir in (2.6) streng
isoton

t=(s/c)®, t=(r/c)? (3.3)
und bekommen
p()=y()=w(c)r), s=0,120 (34

mit der von der Konstanten ¢ befreiten Funktion

w(s) = i s=2[rexp(r®)erfc(rydr. (3.5)
V= 0

Von deren Ableitung

v (s) = i(I —2sexp(s?) [exp(— r?) dr (3.6)

V
wollen wir zeigen, daf3 sie positiv ist fiir alle s = 0.
Wieder leistet uns das Buch [11] von Abramowitz

und Stegun gute Dienste. Aus ihrer Ungleichung
(7.1.13)

0
exp(s?) [ exp(—r?) dr= fir s=0

1
s+Vs?+2
folgt
s=0.

v (s) >0 fir 3.7)

Also sind w(s) fur s= 0 und ¢ (7) fir t = 0 streng
monoton wachsende Funktionen.
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Zu zeigen ist noch, daB ¢(r) = 1 strebt bei
t — oc. Weil ¢ streng monoton wichst, existiert
jedenfalls

w=1lim ¢(t), undesist 0 <pu =0

t— 0
DaB g =1 sein muB, schlieen wir indirekt aus der
Integralgleichung (2.2).
Wire p # 1, so wire entweder

(1) O<u<1 oder

(1) l<u=o0.

Wir beachten nun, daBl fiir 1 > 0 stets 0 < ¢ (1) < u
Ist.

Im Falle (1) wire 0 < ¢ (1) < 1 fiir alle 7 > 0, und
wegen (2.2) wire

t
t)>—1ft = E iy

Vu Vﬂo I=s

2 i
=TC.(1—/1)VI — oo fir t— o
T
im Widerspruch zur Beschrinktheit von ¢ (7).
Im Falle (i1) gdbe es reelle Zahlen b > 1 und
T > 0so,daBl ¢ (1) > b wire fur > T. Furt > T wire
dann nach (2.2)

de ~
@ (1) —Wlf

26 -
T
_ 2 i-bVi=T

7 ) > — oo fir

im Widerspruch zur Positivitit von ¢ () fir 1 > 0.

Wir miissen ¢ = 1 als Grenzwert akzeptieren.

Die Darstellung (3.4) lehrt auch, daB die innere
Randtemperatur um so schneller wichst (die Auf-
heizung um so schneller erfolgt), je groBer die
positive Konstante ¢ ist. Im (von unserer Betrach-
tung ausgeschlossenen) Sonderfall ¢ =0 ist ¢ (1) =0
(isolierende Wand, keine Einstrahlung von au3en).

[—S

A

Vx

I = 0o

§ 4. Mittag-Leffler-Funktionen

Um fir die Integralgleichung (2.2) eine wunend-
liche Reihe als Losung zu bekommen, verwenden
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wir gebrochene Integrationsoperatoren J* fir o > 0
gemal}

!

(J%u) (1) = [z—s)*"u(s)ds. r=0. (41)
0
AulBlerdem sei
JOu)(y=u() fir r=0. (4.1)

Diese Operatoren bilden eine Halbgruppe, es ist

J¥E=gxJF fir 2z0, =0

und flr eine natiirliche Zahl n bewirkt J" die
n-fach iterierte Bildung der Stammfunktion mit 0
als unterer Integrationsgrenze. (4.1) ist jedenfalls
sinnvoll fir lokal beschrinkte lokal integrierbare
Funktionen. Man vergleiche beispielsweise [12],
Seite 115ff.

Mit w (1) = m schreiben wir (2.2) um in

p=2cw—cJ"yp (4.2)

Wir benutzen bekannte Eigenschaften der Gamma-
Funktion:
)=Vrn. xI(x)=I(x+1)
fir x>0, I'(1)=1.

AuBerdem die Beta-Formel ([11], Kapitel 6)

1 I'(2) I'(P)
- B~ N il
g.s (1 =s)""ds ot ) (4.3)

giiltig fir x > 0, > 0. Aus (4.3) folgt
1

j’ Sl—l(t

0

B (%, ff)

)l ds =11 B(a, f). (4.4)

Beginnend mit ¢ (7) = 0 bilden wir gemifl (4.2)
die Iterierten
op=2cw—cJ"?p,_; fir neN

und bekommen formal

o= 0=2c2, c/Jw, (4.5)
j=0
und mit (4.4), (4.3) und I'(3/2)=1r(1/2)=1Vrn
schlieBlich
(o o} . ()
p(t)y=2¢c Y —————1U*D2 1 =0. (4.6)
=0 ~[3+J
r
( :
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Die Funktion w(s) = ¢((s/c)?) (man vgl. (3.4)) hat
die Reihenentwicklung
0 _ 1)

R

DaB die Reihe (4.6) die Integralgleichung (2.2)
wirklich 16st, erkennt man durch Einsetzen und
gliedweise Integration (wieder mittels (4.4)): diese
ist erlaubt, da die Reihe schnell genug konvergiert.

Der komplizierte Funktionsausdruck (2.6) hat
also die schone Reihenentwicklung (4.6). Man kann
kurz so schreiben:

s/t s=0.

4.7)

p(t)=1—Ep

(=)o),

w(s)=1—=En(—5), s=0.

tz0, (4.8)

(4.9)

Hier ist E,, die Mittag-Leffler-Funktion zum
Index 1/2. Mittag-Leffler [13] hat im Jahre 1903 die
Funktionen

x _k
E,@)=) ————, zeC, a>0 4.10
(= L FarTn * s
eingefithrt. Sie verallgemeinern die Exponential-

funktion exp(z) = E,(z). In [14], Kapitel 18, findet
man einen Uberblick iiber die wichtigsten Eigen-
schaften der Funktionen E,. Beispielsweise fdallt
E, (= s) streng monoton von 1 gegen 0, wenn s von 0
gegen oo lduft. Man bekommt so wieder die in § 3
bewiesenen Eigenschaften der Funktion ¢(z). Zur
allgemeinen Theorie der Mittag-Leffler-Funktionen
vergleiche man auch [15], [16], [17].

Mit Hilfe der Mittag-Leffler-Funktionen kann
man, allgemeiner als (2.2) auch die spezielle lineare
Volterra-Integralgleichung zweiter Art

[

j (t—95)*Tu(s)ds, t>0
) o (4.11)
mit 2 > 0 und —o0 < / < oo behandeln. Hierbei sei
(einfachheitshalber) die Funktion g (z) stetig. Fiir
0 < o< list(4.11) abelsch.

Mit x=1/2 tritt sie (nach naheliegender Sub-
stitution) im Tomatensalatproblem der sphérischen
Stereologie auf: In einem festen undurchsichtigen
Medium sind Kugeln aus anderem Material einge-
bettet, und man interessiert sich fir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Kugelradien. Ermittelt
man nun in einem Parallelschnitt mit von Null ver-

u(t)=g (1) + T
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schiedener Dicke die Wahrscheinlichkeitsdichte der
Radien der herausgeschnittenen Kugelscheiben, so
bekommt man aus dieser die Wahrscheinlichkeits-
dichte der Kugelradien durch Auflésung einer
Abelschen Integralgleichung zweiter Art. Man vgl.
[18],[19], [20].

Statt der allgemeinen Gleichung (4.11) 16st man
zuerst die Testgleichung

[ (t=9*""e(s)ds,

()= =t 1>0. (4.12)
l = s 3
I'(2) ¢
Aus ihrer Kurzform
v=1+1J% (4.13)
bekommt man durch Iteration
0
st =%, L2 (4.14)
n=0
Es ist
I [ (= sy 1ds =
no = t— )"l s= :
VD =Tag i 8 Tna+1)
also
1‘(1)=i —LﬁL—E (A1) (4.15)
o F(na+1) e
Die Integralgleichung (4.11) hat die Losung
u(t)= 2, A"(F"™g)(® (4.16)
n=0
© n !
—g(z)+2 f(z—s)”—'g(s)ds.
1 (no) o
die man auch in der Form (man vgl. [21])
d @ .
u(t)=a JE,(i(t—5)*) g(s)ds, 1>0 (4.17)
0

schreiben kann. Um (4.17) einzusehen, fiihre man
die Differentiation aus und vergleiche mit (4.16),
Summation und Integration diirfen wegen der
schnellen Konvergenz vertauscht werden.
Mit
2¢ .
giy=—YVt, i=—c¢, a=1/2
V;T
gibt (4.17) (mit ¢ statt u) auch eine Losungsformel
fiir die Integralgleichung (2.2), und durch Manipu-
lationen, in denen wir nun Ubung haben, be-
kommen wir wieder die Reihenentwicklung (4.6).
Eine elegante Behandlung des Falles, dafl der
Exponent « in (4.11) rational ist, findet man in [22].
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